Bilag 4 — DEA-modellen

Bilaget indeholder en teknisk beskrivelse af DEA-modellen
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Indledning

Data envelopment analysis (DEA) er en matematisk metode, der anvender
lineser programmering til at sammenligne en reekkesyfonger med
hinanden og bestemme effektiviteten af de forsgeHorsyninger.

Forsyningerne sammenlignes pa baggrund af et saapafs og outputs.
Inputs er det, en forsyning anvender til at prodec®utputs er det en
forsyning producerer.

Ud fra de mest effektive forsyninger bestemmer DdeArand som omslutter
alle forsyninger. Randen kaldes en effektivitetsfrog de mest effektive
forsyninger ligger pa denne effektivitetsfront. &inger, der ikke ligger
pa effektivitetsfronten, er ineffektive. Jo leengénee effektivitetsfronten, en
forsyning befinder sig, jo mindre effektiv er forsggen.
Effektiviseringsfronten afheenger af sammenhaengeliemeinputs og
outputs. Sammenhaengen mellem inputs og outputeké&id skalaafkast.

De mest effektive forsyninger angiver DEA til atresdl00 pct. effektive.
For de ineffektive forsyninger angiver DEA hvore¥five de er i forhold til
de mest effektive selskaber, f.eks. kan en ingftfdkirsyning veere 85 pct.
effektiv.

DEA-modellen kan grundleeggende antage to formerdéMen kan veere
inputstyret eller outputstyret. Den inputstyrededeloantager, at output er
fast, og at input kan styres af forsyningen. DEAregeer derfor

effektiviteten ved at minimere input for en fastiitanaengde af output. Den
outputstyrede model antager, at input er fast, bgudput kan styres af
forsyningen. DEA beregner derfor effektiviteten vatdmaksimere output
for en fastholdt maengde af input.

Alt efter om modellen er inputstyret eller outpytst, kan det betyde to
forskellige ting, at en forsyning er 85 pct. efigktl en inputstyret model

betyder det at forsyningen kan saenke sit input dtegct. (100 pct.- 85
pct.) og producere den samme maengde output. | gutstyret model

betyder det at forsyningen kan gge sit output megdt. uden at sendre
maengden af input. De 15 pct. kaldes effektivisesjogentialet.

| det fglgende beskrives fgrst den inputstyrede DE@del, derefter den
outputstyrede DEA-model og til slut beskrives skéitast.

Inputstyret DEA-model

Den inputstyrede DEA-model beregner effektivitetea at minimere input
for en fastholdt maengde af output. Den matematisdeéel er angivet i boks
1 nedenfor.



Boks 1: Den inputstyrede DEA-model med konstant skaafkast.
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6° : Mél for effektivitetfor forsyningO

x¥ :Inputm for forsyningk

y¥ :Outputn for forsyningk

M :Antalinput

N : Antaloutput

K :Antalforsyninge

O :Forsyninga derbliver betragtet

| boks 1 angiver x> maengden af inpuin for forsyning O ogy? angiver

maengden af inpunh for forsyning O, som er den forsyning, der bliver
betragtet i ovenstaende model.

6 angiver et mal for effektiviteten af den enkeltesfyning. Modellen skal
lzses for alle K forsyninger, saledes at der etdmesetd for hver af de K
forsyninger. Modellen bestemmer en lgsning vedratreepaA,,..., A, 0g
6 saledes at er optimal under bibetingelserne. Idet modelleal $kses
for hver enkel forsyning bliver,,...,A, og @ valgt pa ny for hver enkel
forsyning. Disse vaelges derfor, sa hver enkel furgy bliver stillet bedst
muligt.

Effektivitetsmaletd vil altid veere mellem 0 og 1. Hvi8 =1 er forsyningen
100 pct. effektiv og forsyningen ligger pa effekid¢sfronten. Hvis
6 = 085 er forsyningen 85 pct. effektiv. Effektiviseringgpntialet er 15

pct. ((1-0,85)-100 pct.), dvs. forsyningen kan ssesik input med 15 pct.
uden at sendre sit output.

Bibetingelse 1 og 2 i boks kan veere opfyldt med lighedstegn eller med
skarpt ulighedstegn (< og >). Nar en bibetingetsepéyldt med lighedstegn
siges den at veergindende. Hvis en bibetingelse ikke er bindende kaldes
den enkke-bindende bibetingelse. Ved en ikke-bindende bibetingelsdesr
en forskel mellem venstre side og hgjre side ag¢tingelsen. Denne forskel
kaldes forslack. Ved at laegge slacken til pa den ene side opnéidende
bibetingelse.



Bibetingelse 1 angiver, for hvert input, at en #rekombination af hvert
input skal veere mindre end forsyning O’s input ganged forsyning O’s
effektivitet. Hvis denne bibetingelse, for et inpat ikke-bindende betyder
dette at den betragtede forsyning har et inpukslgorsyningen kan derfor
saenke sit forbrug af input uden at eendre den peydde maengde af
outputs.

Bibetingelse 2 angiver, for hvert output, at eredsr kombination af hvert
output skal veere stgrre end forsyning O’s outpwisenne bibetingelse,
for et output, er ikke-bindende betyder dette at bletragtede forsyning har
output-slack. Forsyningen kan derfor gge maengdesugfut ved brug af
den samme maengde af inputs.

Bibetingelse 3 angiver typen af skalaafkast i miedell dette tilfeelde er der
konstant skalaafkast.

En forsyning, der ligger pa effektivitetsfrontemmrkgodt have input- og/eller
output-slack. DEA-modellen vurderer dog alligeveinde forsyning til at
veere 100 pct. effektiv, idet DEA-modellen kun sex proportionale
reduktioner i alle inputs og ikke ser pa om nogieuits kan reduceres mere.
Hvis en forsyning har input- og/eller outputsladkan forsyningen ved
input-slack reducere sit forbrug af inputs udenmanhdske maengden af
output, og ved output-slack kan forsyningen gge gusem af output uden at
@ge forbruget af inputs. Selvom en forsyning ligpéreffektivitetsfronten
kan den godt ligge bedre, safremt der er inputelty/output-slack.

Eksempel pa anvendelse af den inputstyrede DEA-molde
| det falgende gennemgas et eksempel pa anvendafisden inputstyrede
DEA-model.

Der ses pa en situation, hvor effektiviteten blafeih forsyninger skal
findes. De fem forsyninger benytter sig hver iséaioaslags input x og %
til at producere en slags outpyt . tabell:

Tabel 1: Eksempel pa fem forsyningers produktioner.

Forsyning Y X1 X2 X1/y1 Xoly1
1 2 2 6 1 3
2 1 2 1 2 1
3 3 6 9 2 3
4 2 6 6 3 3
5 1 5 2 5 2

De to sidste kolonner angiver, hvor meget af hugout der bruges til at
producere én enhed af output. Disse to kolonner Kkdustrere
forsyningernes effektivitet som vist i figdr Forsyningernes input-mix er
indsat som punkter markeret med deres nummer. IDdesaer efterfulgt af
et meerke, kan i farste omgang ignoreres.



Figur 1: Den inputstyrede DEA-model med konstant sklaafkast.
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Forsyning 1 og 2 er de mest effektive forsyninderdi de anvender den
mindste samlede maengde af inputs til at produdeoetput, jf. de to sidste
kolonner i tabell ovenfor. Effektivitetsfronten udgeres derfor ahdaje
der forbinder forsyning 1 og 2 samt de to linjer ddgar fra forsyning 1 og
2. Omradet over effektivitetsfronten er det genmmlige omrade, dvs.
kombinationer (af ¥y, og X/yi) der ligger i dette omrade er mulige.
Forsyninger der ligger i det gennemfarlige omradeen ikke pa
effektivitetsfronten, er ineffektive.

Forsyning 3, 4 og 5 er ineffektive og ligger derfdkke pa
effektivitetsfronten, men i det gennemfarlige onwad-.eks. anvender
forsyning 3 mere af inputi;xend forsyning 1 til at producere én enhed
output. Forsyning 3 er derfor ineffektiv. Der karg@amenteres tilsvarende
for forsyning 4 og 5.

Det ses af figurl at forsyning 5 er den mindst effektive forsynirfigrdi
denne befinder sig relativt leengere fra fronten dosyning 3 og 4.

Udregnesé og A, , fas felgende:

Tabel 1: Resultat af DEA-analyse
Forsyningnr.k & A A, A, A
1 10 10 O 0 O
10 O 10 0 O
0,714 0,857 1,286 0 O
0
0

3 4

0,556 0,333 1,333 0
05 O 10 O

a b wN
O O O O O N



Udregningen af 8 bekraefter ovenstaende grafiske fortolkning, idet
forsyning 1 og 2 hafd= ,1og de gvrige forsyninger ha# < rhed det
lavested for forsyning 5. Atg, = 0, 714for forsyning 3, betyder, at brugen

af samtlige inputs kan reduceres mge 0,713 [100pct. = 28,7 pct., uden at
st@rrelsen pa outputtet eendres.

De forsyninger, der er efterfulgt af et maerke, wagide ineffektive
forsyningers projektion pa effektivitetsfronten. rHangiver A -veerdierne
hvilken lineser kombination af de mest effektivesforinger som en given
forsyning kan opna, det vil siged-veerdierne beskriver, hvor pa
effektivitetsfronten en ineffektiv forsyning kan agkere sig, hvis den
reducerer samtlige inputs med samme andel udemdteaanaengden af
output. Betragt f.eks. projektionen af forsyningp8 effektivitetsfronten.
Punktet 3’ er en lineaer kombination af punkterreg®2 medA, = 0,857 og

A, =1286 som veegte.

Punktet 5’ er specielt interessant, idet denneyfong i punkt 5’ vil veere
100 pct. effektiv ifalge DEA-modellen, men kan redre maengden af input
X1 indtil punktet 2 opnas uden at @ndre maengden tafitsu Det vil sige,
for forsyning 5 er der input-slack. Da DEA-modellsgr pa et proportionalt
reduktion i begge inputs, ser DEA-modellen bort &ma eventuelt ekstra
reduktion i et enkelt input.

Outputstyret DEA-model

Den outputstyrede DEA-model beregner effektivitetesd at maksimere
output for en fastholdt meengde af input. Den matisk® model er angivet
I boks2 nedenfor.



Boks 2: Den outputstyrede DEA-model med konstant skaafkast.

A 20k=1...,K 3)
¢° : Mal for effektivitetfor forsyningO
x¥ < Inputm for forsyningk
y¥ :Outputn for forsyningk
M :Antalinput
N :Antaloutput
K : Antalforsyninge
O :Forsyninga derbliver betragtet

| boks 2 angiver x> maengden af inpuin for forsyning O ogy? angiver

meengden af inpunh for forsyning O, som er den forsyning der bliver
betragtet i ovenstaende model.

¢ angiver et mal for effektiviteten af den enkelbesfning. Modellen skal
lzses for alle K forsyninger, sdledes at der etdmesset¢ for hver af de K

forsyninger. Modellen bestemmer en lgsning ved redreepd,,..., A, 0g
¢ saledes atz er optimal under bibetingelserne. Idet modelleal $&ses

for hver enkel forsyning bliver,,...,A, og ¢ valgt pa ny for hver enkel
forsyning. Disse veelges derfor sa hver enkel fargymliver stillet bedst
muligt.

Effektivitetsmalet ¢ vil altid veere mellem 1 og uendelig. Effektivitete

beregnes sond/@ som altid vil veere mellem 0 og 1. Hvig=1/@p=1 er

forsyningen 100 pct. effektiv og forsyningen liggei effektivitetsfronten.
Hvis 1/p= 085 er forsyningen 85 pct. effektiv. Effektiviseringgpntialet

er derfor 15 pct. det vil sige, forsyningen kan ageoutput med 15 pct.
uden at eendre sit input.

Bibetingelse 1 og 2 i bok® kan veere opfyldt med lighedstegn eller med
skarpt ulighedstegn (< og >). Nar en bibetingetsepéyldt med lighedstegn
siges den at veergindende. Hvis en bibetingelse ikke er bindende kaldes
den enkke-bindende bibetingelse. Ved en ikke-bindende bibetingelsdesr
en forskel mellem venstre side og hgjre side aétinigelsen. Denne forskel
kaldes fordack. Ved at leegge slacken til pa den ene side opnéindende
bibetingelse.



Bibetingelse 1 angiver, for hvert input, at en grekombination af hvert
input skal veere mindre end forsyning O’s. Hvis detbetingelse, for et
input, er ikke-bindende betyder dette at den b&tchy forsyning har et
input-slack. Forsyningen kan derfor saenke sit foghaf input uden at sendre
den producerede meengde af outputs.

Bibetingelse 2 angiver, for hvert output, at eredsr kombination af hvert
output skal veere starre end forsyning O’s outpuiggamed forsyning O’s
effektivitet. Hvis denne bibetingelse, for et outper ikke-bindende betyder
dette, at den betragtede forsyning har et outmaksl Forsyningen kan
derfor gge maengden af output ved brug af den samamiegde af inputs.

Bibetingelse 3 angiver typen af skalaafkast i miedell dette tilfeelde er der
konstant skalaafkast.

En forsyning, der ligger pa effektivitetsfrontemmrkgodt have input- og/eller
output-slack. DEA-modellen vurderer dog alligeveinde forsyning til at

veere 100 pct. effektiv, idet DEA-modellen kun sei proportionale

stigninger i alle outputs og ikke ser pa om noglgpats kan ages mere.
Hvis en forsyning har input- og/eller outputsladkan forsyningen ved

input-slack reducere sit forbrug af inputs udenmabhdske maengden af
output, og ved output-slack kan forsyningen gge gusem af output uden at
@ge forbruget af inputs. Selvom en forsyning ligpéreffektivitetsfronten

kan den godt ligge bedre safremt der er input-lmg/eutput-slack.

Eksempel pa anvendelse af den outputstyrede DEA-meH
| det falgende gennemgas et eksempel pa anvendafiskn outputstyrede
DEA-model.

Der ses pa en situation, hvor effektiviteten blafeih forsyninger skal
findes. De fem forsyninger benytter sig hver iséeétaslags input xtil at
producere to slags output g9 V, jf. tabel2. For overskuelighedens skyld
er maengden af input normaliseret til 1 for allesfaingerne.

Tabel 2: Eksempel pa fem forsyningers produktioner.
Forsyning X Y1 Y2
1 1 2 2
2 1 5 3
3 1 7 2
4 1 8 1
5 1 5 1

| figur 2 er de to sidste kolonner indtegnet for grafiskis¢ effektiviteten af
de fem forsyninger. De fem forsyninger er markened deres nummer. De
tal der er efterfulgt af et maerke kan i fgrste ongg@noreres.



Figur 2: Grafisk eksempel pa outputstyret DEA-model
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Forsyning 2, 3 og 4 er de mest effektive forsynmgmdi de producerer den
stgrste samlede maengde output ved brug af én empet] jf. de to sidste
kolonner i tabelR ovenfor. Effektivitetsfronten udggres derfor ahdaje
der forbinder forsyning 2 og 3, den linje der fordbér forsyning 3 og 4 samt
de to linjer der forbinder forsyning 4 og 2 med hfarste- og anden aksen.
Omradet under effektivitetsfronten er det genneligigromrade, det vil
sige, kombinationer (afyx; og y/x1) der ligger i dette omrade er mulige.
Forsyninger der ligger i det gennemfgrlige omradeen ikke pa
effektivitetsfronten, er ineffektive.

Forsyning 1 og 5 er ineffektive og ligger derfokékpa effektivitetsfronten,
men i det gennemfarlige omrade. F.eks. producevesyfing 4 mere af
output y pr. enhed input end forsyning 5 og anvender desfres input
mere effektivt end forsyning 5. Forsyning 5 er derheffektiv.

Punkterne 1' og 5 angiver projektionen af forsyminl og 5 pa
effektivitetsfronten. Punktet 1’ er specielt irdssant, idet denne forsyning i
punkt 1’ er 100 pct. effektiv ifaglge DEA-modellemen kan gge maengden
af output y indtil punktet 2 opnas uden at eendre maengderpat.ibet vil
sige, for forsyning 1 er der output-slack. Da DEAdmsllen ser pa en
proportional stigning i begge outputs, ser DEA-nimte bort fra en
eventuel ekstra stigning i et enkelt output.
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Eksempel pa mal af effektivitet i en inputstyret ogen outputstyret DEA-

model
| det falgende gennemgas et eksempel pa forskellsmdden at male
effektiviteten pa i den inputstyrede og den outiyuésle DEA-model.

For overskuelighedens skyld ses pa fire forsynirsgen bruger et input til
at producere et output, jf. takil

Tabel 3: Eksempel pa fire forsyningers produktioner

Forsyning X Y1
1 1 1
2 2,5 2
3 3 4
4 4 3

De fire forsyningers kombinationer af input og atitpr indtegnet i figuB.
Det ses, at forsyning 3 er den mest effektive foirsy og
effektivitetsfronten udggres derfor af en ret liggennem origo ((0,0)) og
forsyning 3's placering. Omradet under effektivdfeanten er det
gennemfarlige omrade.

Figur 3: Forskel i mal af effektivitet
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Forsyning 1, 2 og 4 er ineffektive. Typen af DEAghb bestemmer
hvordan effektiviteten males.

Hvis DEA-modellen er inputstyret, antager modell@ninput-maengden kan
styres af forsyningen, men at output er fast. DEddallen maler derfor
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effektiviteten af f.eks. forsyning 2 ved at fasti®loutput-maengden, og
undersgge hvor meget input-maengden kan reducencsttd tilfeelde kan
forsyning 2 reducere maengden af input indtil foilsgan nar punktet 2’

Hvis DEA-modellen er outputstyret, antager modeli@noutput-maengden
kan styres af forsyningen, men at input er fastADiodellen maler derfor
effektiviteten af f.eks. forsyning 2 ved at fasti®linput-maengden og
undersgge, hvor meget output-maengden kan ggesttd tiéeelde kan

forsyning 2 @ge meengden af output til forsyningénpunktet 2*.

Skalaafkast

Effektivitetsfronten afheenger af typen af skalaatk&n sendring af typen af
skalaafkast i DEA-modellen fra konstant skalaafikh&n af de andre typer
eendrer derfor forsyningernes malte effektivitetktisk vil forsyningernes
effektivitet gges eller forblive de samme.

Der er fire typer af skalaafkast: konstant, varighbkke-voksende og ikke-
aftagende skalaafkast.

Konstant skalaafkast betyder, at meengden af owtpkser med samme
hastighed som meengden af input. Det vil sige, mwéengden af input
fordobles, fordobles maengden af output ogsa. Vedtiemt skalaafkast kan
en ineffektiv forsyning blive benchmarket mod abedre forsyninger
uafhaengigt af starrelsen.

Ikke-voksende skalaafkast betyder, at maengden tpiubwokser med en
mindre hastighed end maengden af input. Det vil,saye fordobling af

maengden af input farer til en stigning i maengdeowput, der er mindre
end en fordobling. Ikke-voksende skalaafkast sjkrar en ineffektiv

forsyning ikke benchmarkes mod forsyninger, devaesentlig starre, men
forsyningen kan godt blive benchmarket mod mindoey-veesentlig mindre
- forsyninger.

Ikke-aftagende skalaafkast betyder, at maengderutpiub vokser med en
stgrre hastighed end maengden af input. Det vil, siye fordobling af
maengden af input farer til en stigning i meengdeoudput, der er starre end
en fordobling. Ikke-aftagende skalaafkast sikrérera ineffektiv forsyning
ikke benchmarkes mod forsyninger, der er veesentfiojydre, men
forsyningen kan godt blive benchmarket mod stgrog veesentlig starre —
forsyninger.

Variabelt skalaafkast er en kombination af ikkesekde og ikke-aftagende
skalaafkast. Variabelt skalaafkast sikrer, at eeffa@ktiv forsyning kun
benchmarkes mod forsyninger af nogenlunde samme st

| boks 1 og boks2 er der anfgrt konstant skalaafkast. | b8ker angivet

hvilken betingelse der skal indfares i DEA-modelldh efter hvilken type
skalaafkast man gnsker.
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Boks 3: Typer af skalaafkast og formulering af bib&ngelser
Konstantskalaafkas: A, = 0, k =1...,K

K
Variabeltskalaafkats Y’ A, = 1logA, = 0, k =1,...,K
k=1

K
Ikke - voksendekalaafkas: ' A, < 1logA, 20, k=1,...,K

k=1

K
Ikke - aftagendekalaafkas Y A, = 1ogA, 2 0, k=1,...,K

k=1

| figur 4 er tilfeeldet med ét input og ét output illustrei@t de fire typer af
skalaafkast.

Figur 4: Grafisk illustration af skalaafkast
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